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2. tangle algebra & tangle monoid
Kauffman abstract tensor algebra [1, p. 7461
tangle monoid ( tangle algebra)
. ( 5 $\mathrm{A}\mathrm{a}$).
$\mathrm{S}$ . A ($\mathrm{S}$ )
$\underline{\mathrm{t}\mathrm{a}}\mathrm{n}arrow \mathrm{l}\mathrm{e}$ monoid .
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(1) $\Lambda=$ $\mathrm{L}‘\Lambda^{1}\mathrm{j}$ (I, $J^{-}\mathrm{J}$ $\mathrm{S}$ disioint
$x_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\sigma$
)
(2) $\mathrm{I}\cap \mathrm{K}=l$ ( ), $\mathrm{J}\cap \mathrm{L}=\psi$
A1 $\mathrm{J}\mathrm{x}$ A $\kappa_{\mathrm{L}}arrow\Lambda^{u_{\mathrm{N}}}$
. $\mathrm{N}$ I $\mathrm{U}\mathrm{K}$, $\mathrm{J}\mathrm{U}\mathrm{L}$ $(\mathrm{I}\cap \mathrm{L})\mathrm{U}(\mathrm{J}\cap \mathrm{K})$
.
(3) , . \langle $\mathrm{A}^{0}t$ ,
.
(4) $\sigma$ :I $\cong \mathrm{I}^{2}$ , $\tau:\mathrm{J}\equiv \mathrm{J}^{\wedge}$ , $(\sigma, \tau)$ $\Lambda^{1}\mathrm{J}\cong$ A1’ $\mathrm{J}’$
( ). $\sigma$ , $\tau$ functorial , (2)
.
(5) $\forall$ a $\neq \mathrm{b}$ in $\mathrm{S}$ V $\mathrm{I}^{\mathrm{a}_{\mathrm{b}}}\in$ Ata’ { $\mathrm{b}$ ’ .
, $\Lambda^{\mathrm{I}}\mathrm{j}$
$\sim_{1}$
tangle . ( , $\mathrm{I},$ $\mathrm{J}$ ,
). tangle $\iota_{\mathrm{J}^{-\mathrm{t}\mathrm{a}_{\text{ }}}}1\mathrm{e}$ , (2)
$1\mathrm{J}^{-}\mathrm{t}\bm{\mathrm{t}}\mathrm{g}\mathrm{l}\mathrm{e}$ $\kappa_{\mathrm{L}^{-\mathrm{t}\bm{\mathrm{t}}\mathrm{g}\mathrm{l}\mathrm{e}}}$
$\mathrm{M}\mathrm{N}^{-\mathrm{t}}\text{ }1\mathrm{e}$
. $\mathrm{I}\cap \mathrm{K}=\psi,$ $\mathrm{J}\cap \mathrm{L}=\phi$
. $\mathrm{r}^{\mathrm{a}\mathrm{b}}\mathrm{u}^{\mathrm{a}\mathrm{c}}$ ; (4) V
$\mathrm{X}^{\mathrm{b}}\mathrm{c}rightarrow \mathrm{X}^{*}\mathrm{c}$ . A1 $\mathrm{J}$ $\Lambda^{\mathrm{J}}1$ A% ,
I, $\mathrm{J}$ $\mathrm{I}^{\mathit{1}}$ , $\mathrm{J}$ . abLb $=\mathbb{I}^{\mathrm{c}\mathrm{d}}\mathrm{I}_{\mathrm{c}\mathrm{d}}$.
$\Lambda‘$ , $\mathrm{t}\mathrm{a}\text{ }\mathrm{l}\mathrm{e}$ . $\Lambda^{\phi}\phi$ Ao .
A .
A1 $\mathrm{J}$ $\mathrm{k}$ module , A $\mathrm{k}$ , A $\mathrm{k}$
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$\underline{\mathrm{t}\mathrm{a}}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{l}\mathrm{e}$ ]$\text{ ^{}\mathrm{b}}\mathrm{F}$ . $\mathrm{A}0$ $\mathrm{k}$ , $.\Lambda$ Ao
tangle algebra .
, abstract tensor algebra $\text{ },$ .
I $\mathrm{b}\in\Pi \mathrm{t}\cdot$ ) $\{\mathrm{b}\}$ , $\mathrm{K}^{\cdot}\mathrm{b}\in\Pi\{\cdot \mathrm{b}\}’$ , $\mathrm{K}.\mathrm{b}\in\Pi’\{\cdot \mathrm{b}\}$ .
$\mathrm{R}^{\mathrm{a}\mathrm{b}}\mathrm{c}\mathrm{d}\in\Pi$ la $\mathrm{b}$ }
$\mathrm{t}\mathrm{c}\mathrm{d}$ }.
$\overline{\mathrm{R}}^{u\mathrm{b}}\mathrm{c}\mathrm{d}\in\Pi$ ta $\mathrm{b}|\{\mathrm{c}\mathrm{d}\}$
I $-\mathrm{V}$ $\mathrm{t}\mathrm{a}\text{ }\mathrm{l}\mathrm{e}$ monoid II . $\Pi$
abstract tangle monoid .
$\mathrm{K}$ tensor $\mathrm{T}(\mathrm{K})$ $\Pi_{0}$ . $\Pi_{0}$
. $\mathrm{T}(.\mathrm{K}..)$
. $\Pi_{0}$ abstract links
$=$
.
2 Reidemeister II ( I, $\mathrm{m}$
) regularly isotopic .
1[1, Theorem 4. 2, $\mathrm{P}$. 7491. 2 K. $\mathrm{L}$ , $\mathrm{T}(\mathrm{K})=\mathrm{T}(\mathrm{L})$
regularly isotopic .
regular isotopy , $\mathrm{k}$ ,
$\Pi_{0}arrow \mathrm{k}$ . ,
[2, 4 ] Kauffman . $\mathrm{k}=$
$\mathrm{Z}[\mathrm{t}, \mathrm{t}^{-\mathrm{l}}]$ . abstract link L. $\in\Pi_{0}$ , $\mathrm{L}$
1 , $\mathrm{R}^{\mathrm{a}\mathrm{b}}$ . $\mathrm{d},$ $\overline{\mathrm{R}}^{\mathrm{a}\mathrm{b}}$ c4 .
$\mathrm{R}\mathrm{b}\mathrm{c}\mathrm{d}.\cdot=\sim$. $\mathrm{t}.\mathbb{I}^{\mathrm{a}\mathrm{b}}.\mathrm{U}\mathrm{c}\mathrm{d}$ .
$+\mathrm{t}^{-1}$ I a $\mathrm{c}$ I $\mathrm{b}\mathrm{d}$ .
$.$
’
$.\overline{\mathrm{R}}^{\mathrm{a}\mathrm{b}}$ c4 $=.\mathrm{t}^{-1}\mathrm{u}\cdot \mathrm{b}\mathrm{u}_{\mathrm{c}}\sim 4+\mathrm{t}\mathrm{I}\mathrm{c}$ I bd-
$\langle /\backslash ^{/}\rangle$
$=$
$.\cdot\#\langle_{\wedge}.\rangle$ $+t^{- 1}\langle)$ $(\rangle$
, 1 $\mathrm{b}$ . $\mathrm{M}_{*\mathrm{b}}$ , I $\iota_{\mathrm{b}}$ 1 . :




$(\mathrm{a}. \mathrm{b})$ , $\mathrm{I}\mathrm{b}$ $\delta_{\mathrm{a}\mathrm{b}}$ , 1,
2 . $\mathrm{k}=\mathrm{Z}[\mathrm{t}, \mathrm{t}^{-1}]$ $\mathrm{L}$
. $\mathrm{L}$ ,
X $=1\mathrm{b}\mathbb{I}\mathrm{a}\mathrm{b}$ , X $=-\mathrm{t}^{2}-\mathrm{t}^{-2}$
.
3. quantum algebra
Reshetikhin Turaev [4] .
.
$\text{ _{ } }$ . comultiplication $\Delta$
. , Kauffman
quantum algebra .
A $\mathrm{k}$ ( ),
$\mathrm{s}:\mathrm{A}arrow \mathrm{A}$
A
$\mathrm{G}\in$ A. $\mathrm{R}\in \mathrm{A}\otimes \mathrm{A}$
( ) . , $\mathrm{A},$ $\mathrm{s},$ $\mathrm{G},$ $\mathrm{R}$
$\mathrm{k}$ quantum algebra .
(1) $\mathrm{s}^{2}(\mathrm{x})=\mathrm{G}\mathrm{x}\mathrm{G}^{-1}$ , $\mathrm{x}\in \mathrm{A}$,
(2) $\mathrm{s}(\mathrm{G})=\mathrm{G}^{-1}$ ,
(3) $\mathrm{R}_{12}\mathrm{R}_{13}\mathrm{R}_{23}=\mathrm{R}_{23}\prime \mathrm{R}_{13}\mathrm{R}_{12}$ (Yang-Baxter )
(4) $\mathrm{R}^{-1}=(\mathrm{s}\otimes 1)\mathrm{R}=(1\otimes \mathrm{S}^{-}1)\mathrm{R}$ .
$\Pi_{0}arrow \mathrm{k}.\text{ }$,
$\mathrm{t}\mathrm{r}$ : A $arrow \mathrm{k}$
.
(5) tr(xy) $=$ tr(yx). $\mathrm{t}\mathrm{r}(\mathrm{s}(\mathrm{x}))=$ tr(x), $\mathrm{x}$ . $\mathrm{y}\in$ A.
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quantum algebra A tr .
. $\mathrm{n}_{0}arrow \mathrm{k}$
2 .






$\mathrm{g}$. $\mathrm{h}$ . (4) .
$\mathrm{R}^{-1}=\Sigma \mathrm{s}(\mathrm{e})\otimes \mathrm{e}’=\Sigma \mathrm{e}\otimes \mathrm{S}^{-1}(\mathrm{e}’)$.
tangle monoid $.\Pi.\text{ }- \text{ }$ $\mathrm{k}$
tangle algebra [A] . ($\mathrm{S}$ ) $\mathrm{a},$ $\mathrm{b}$. $\mathrm{c}$. $\mathrm{d},$ $\ldots$
A $\mathrm{x}$, $\mathrm{y}$. $\mathrm{z}$, ... . . [A] 3 .
$\mathrm{N}^{*\mathrm{b}}\in$ [Al $\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{b}$), . $1_{\mathrm{a}\mathrm{b}}\in.[\mathrm{A}]$ ‘ ta $\mathrm{b}.$’ , $[\mathrm{x}]^{\mathrm{a}_{\mathrm{b}}}\in$ [Al ta} $\{\mathrm{b}\}$ , $(\mathrm{x}\in \mathrm{A})$ .
, $\Pi$ I V . I $\mathrm{a}_{\mathrm{b}}=$
$[1]\mathrm{b}$ . .
$r$. $l$ . . $\cdot$





iii) $\mathrm{K}_{\mathrm{a}1}[\mathrm{x}]^{\iota_{\mathrm{b}}}=[\mathrm{s}(\mathrm{x})]$ ’ a $\mathrm{U}\mathrm{l}\mathrm{b}$ , $[\mathrm{x}]^{\mathrm{a}_{1}}\mathrm{U}^{\mathrm{i}}\mathrm{b}=\mathbb{I}^{\mathrm{a}\iota}[\mathrm{s}(\mathrm{x})]^{\mathrm{b}}\mathrm{i}$
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tangle algebtra [A] .
$\mathrm{A}^{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}-\mathrm{s}}=\mathrm{A}/\mathrm{k}$ {xy-yx, $\mathrm{x}-\mathrm{s}(\mathrm{x})|\mathrm{x},$ $\mathrm{y}\in \mathrm{A}$}
, [A] $0$ $\mathrm{k}$ submMule
$\{[11^{\mathrm{a}}\mathrm{b}[_{\mathrm{X}}]^{\mathrm{b}}\mathrm{a}|\mathrm{x}\in \mathrm{A}\}$
$\mathrm{A}^{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{m}- \mathrm{S}}$ . [A] $0$ $\mathrm{k}$ .
$\mathrm{S}$ ($\mathrm{A}^{\mathrm{C}0}$ m-s) $\equiv$ [Al $0$
[A] 1 $\mathrm{J}$ $|\mathrm{I}|+|\mathrm{J}|$ $2\mathrm{d}$ $\neq 0$ , $\mathbb{I}^{\mathrm{a}\mathrm{b}},$ $\mathrm{K}_{\mathrm{a}\mathrm{b}},$ $\mathrm{I}^{\mathrm{a}_{\mathrm{b}}}$
disioint prducts ( ) [A] $0\otimes \mathrm{A}^{\Phi \mathrm{d}}$
. [A] $\mathrm{t}*\mathrm{b})$ ( d) 6
$\mathrm{K}^{\mathrm{a}\mathrm{b}}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{d}$ , $\mathrm{u}^{\mathrm{b}\mathrm{a}}\mathrm{u}_{\mathrm{c}\mathrm{d}}$ , Ka b dc, $\mathrm{K}^{\mathrm{b}\mathrm{a}}1_{\mathrm{d}_{\mathrm{C}}}$, $\mathrm{I}^{\mathrm{a}}\mathrm{c}\mathrm{I}^{\mathrm{b}}\mathrm{d}$, $\mathrm{I}^{\mathrm{a}}\mathrm{d}\mathrm{I}^{\mathrm{b}}\mathrm{c}$
[A] $0\otimes \mathrm{A}^{\Phi 2}$ .
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A tr $\mathrm{t}\mathrm{r}:\mathrm{A}^{\mathrm{C}0}\mathrm{m}-\cdotarrow \mathrm{k}$ algebra map
[Al $0\cong \mathrm{S}(\mathrm{A}^{\mathrm{C}0}\mathrm{m}-*)arrow \mathrm{k}$
, $\mathrm{t}\text{ }1\mathrm{e}$ algebra
[A. $\mathrm{t}\mathrm{r}$] $:=\mathrm{k}\otimes_{\mathrm{I}\mathrm{A}}\mathrm{l}_{0}$ [Al
. 0- $\mathrm{k}$ , 1J- $|\mathrm{I}|+|\mathrm{J}|=2\mathrm{d}$ $\mathrm{A}^{\otimes \mathrm{d}}$
.
tangle monoid $\Pi$ tangle algebra $\mathrm{k}$ II ( $\Pi$ tangle monoid algebra)
. Kauffman $[$ 1, $\mathrm{P}$. 759$]$ Thmrem 5. 1 .
2. A quantum algebra
$\mathrm{K}^{*\mathrm{b}}\vdasharrow.\mathrm{r}^{\mathrm{a}\mathrm{b}}$, $\mathrm{K}_{\mathrm{a}\mathrm{b}}$ \rightarrow $\mathrm{K}_{\mathrm{a}\mathrm{b}}$ , $\mathrm{I}^{\mathrm{a}_{\mathrm{b}}}\vdash’[1]\mathrm{b}$ ,
$\mathrm{R}^{\cdot}\mathrm{b}\mathrm{c}\mathrm{d}\mapsto\Sigma[\mathrm{e}]\mathrm{d}[\mathrm{e}’]^{\mathrm{b}}\mathrm{c}$, $\overline{\mathrm{R}}^{\mathrm{a}\mathrm{b}}\mathrm{c}\mathrm{d}\daggerarrow\Sigma[\mathrm{s}(\mathrm{e})]^{\mathrm{b}}$ $[\mathrm{e}’]^{\mathrm{a}_{\mathrm{d}}}$
$=$
tangle algebra $\mathrm{k}\Piarrow[\mathrm{A}]$ . A trace ,
$\mathrm{k}\Pi$ $arrow$ [Al $\underline{\mathrm{c}\mathrm{a}\mathfrak{n}0}$ $[\mathrm{A}, \mathrm{t}\mathrm{r}]$
. L , $\Pi_{0}arrow \mathrm{k}$ .











( $\mathrm{d}=2$) $\mathrm{r}\mathrm{r}(\mathrm{w}\mathrm{G}^{\mathrm{d}})$ . $\mathrm{d}$ Whitney
degree .
2. $\mathrm{k}=\mathrm{z}[\mathrm{t},$ $\mathrm{t}^{-}11$ , A $=\mathrm{I}_{2}(\mathrm{k})$
$\mathrm{s}=$ $\mathrm{G}=|-\mathrm{t}^{2}0$ $-\mathrm{t}^{-2}0$
$\mathrm{R}=\otimes+\otimes+\mathrm{t}(\mathrm{t}^{-2_{-}}\mathrm{t}^{2})\otimes$






(5) . $(\mathrm{A}, \mathrm{t}\mathrm{r})$
[1, p. 7601.
1 $\mathrm{t}\mathrm{a}\text{ }\mathrm{l}\mathrm{e}$
- . tangle A .
$\mathrm{n}$ , ( ) tangle , $\mathrm{A}^{\Phi \mathrm{n}}$ .












(b) $\mathrm{u}$. $\mathrm{v}$ $\mathrm{G}$ , s2- ,
(c) $1\otimes \mathrm{v}$ $\mathrm{v}\otimes 1$ $\mathrm{R}$ .
$\mathrm{s}\mathrm{i}\text{ }\mathrm{l}\mathrm{e}$ component tangle- A
.
Reidemeister I. $\mathrm{m}$ , I
I’
framed equivalence . 3 , $\mathrm{v}=\mathrm{s}(\mathrm{v})$












Drinfeld $\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{i}^{-\mathrm{t}}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{a}\text{ }$ lar . A $\mathrm{k}$
. $\mathrm{A}\otimes \mathrm{A}$ -R 1), 2) , $(\mathrm{A}, \mathrm{R})$
quasi-triangular .
1) RA(x) $=\Delta^{\mathrm{o}\mathrm{p}}(\mathrm{x})\mathrm{R}$ , $\mathrm{x}\in$ A
2) $(\Delta\otimes 1)\mathrm{R}=\mathrm{R}_{13}\mathrm{R}_{23}$ , $(1\otimes\Delta)\mathrm{R}=\bm{R}_{13}\mathrm{R}_{12}$.
.
3) $\bm{R}_{12}\bm{R}_{13}\bm{R}_{23}=\bm{R}_{23}\bm{R}_{13}\bm{R}_{1}2$ ($\mathrm{Y}-\mathrm{B}$ )
4) $\mathrm{R}^{-1}=(\mathrm{s}\otimes 1)\mathrm{R}=(1\otimes \mathrm{S}^{-}1)\mathrm{R}$ .
$\mathrm{s}$ A nt$\mathrm{i}\mathrm{M}\mathrm{e}$ .
$\bm{R}--\Sigma \mathrm{e}\otimes \mathrm{e}’$ . $\mathrm{u}=\Sigma \mathrm{s}(\mathrm{e}J)\mathrm{e}$
, .
5) $\mathrm{u}^{-\downarrow}=\Sigma \mathrm{e}^{\prime \mathrm{z}}\mathrm{s}(\mathrm{e})$ ,
6) $\mathrm{s}^{2}(\mathrm{x})=\mathrm{u}\mathrm{X}\mathrm{u}^{-\iota}$ , $\mathrm{x}\in$ A.
A quantum algebra , .
( ) group-like $\mathrm{G}$ central $\mathrm{v}$ $\mathrm{u}=$ Gv .
$\mathrm{s}^{2}(\mathrm{x})=\mathrm{G}\mathrm{x}\mathrm{G}^{-\iota},$ $\mathrm{s}(\mathrm{G})=\mathrm{G}^{-\downarrow}$ , $\mathrm{A},$ $\mathrm{s},$ $\bm{R},$ $\mathrm{G}$ quantum algebra
. $\mathrm{v}=\mathrm{s}(\mathrm{v})$ $(\mathrm{A}, \mathrm{R}, \mathrm{G})$
$[$4, $\mathrm{P}$. 7 $]$ .
A $\mathrm{k}$
unimMular , $\lambda\in\Lambda^{*}$ , $\mathrm{G}$
tr $=\lambda\cdot \mathrm{G}$
[3, $\mathrm{P}$. 2221.
Radford Gelaki [5] $\mathrm{U}_{\mathrm{q}}(\mathrm{g})$
, .
quasi-triangular A group-like $\mathrm{G}$ , A
$\Delta$ . Kauffmt
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. $\mathrm{s}\mathrm{i}\text{ }\mathrm{l}\mathrm{e}$ component tangle A (3 )
. single component $\mathrm{t}\mathrm{a}\text{ }\mathrm{l}\mathrm{e}$ A .
$=$ $\{\wedge^{-}\mathrm{c}*\sqrt\overline{|}$
$\mathrm{w}=\Sigma \mathrm{g}’\mathrm{f}_{\mathrm{S}()}\mathrm{e}\prime \mathrm{s}^{2}(\mathrm{g})_{\mathrm{S}^{2}}(\mathrm{f}’)\mathrm{s}(2\mathrm{e})$













$\Delta(\mathrm{x})$ . 2) .(\Delta \otimes 1)R $=\bm{R}_{13}\bm{R}_{23}$
.
$\Delta \mathrm{v}^{-1}=\Sigma \mathrm{f}’\mathrm{e}\mathrm{V}^{-}\otimes 1\mathrm{f}\mathrm{e}\mathrm{V}^{-}\prime 1=$ R2 $\downarrow \mathrm{R}_{12}(\mathrm{v}^{-1_{\otimes \mathrm{V}^{-\downarrow}}})$
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5.
Kauffman abstract tensor algebra tangle monoide tangle





. tangle $1_{\mathrm{a}\mathrm{b}}$ ,
$\mathrm{K}^{\cdot}\mathrm{b},$ $\mathrm{R}^{\mathrm{a}\mathrm{b}}\mathrm{c}\mathrm{d}$ tangle
. $\mathrm{t}$ $\text{ }1\mathrm{e}$ ,
( abstract tangle ) , 1
. $\mathrm{i}$ $\mathrm{i}$ $\mathrm{t}\text{ }\mathrm{l}\mathrm{e}$ regular isotopy










regular isotopy , .
[A] , $\mathrm{M}$ obiects tensor category
. 2
$\mathrm{k}\Piarrow[\mathrm{A}](arrow[\mathrm{A}, \mathrm{t}\mathrm{r}])$
obiects identity , monoidal functor .
$\Pi_{0}arrow \mathrm{k}$ . $\Pi_{0}$
abstract real . ,
, $\mathrm{t}\mathrm{a}\text{ }\mathrm{l}\mathrm{e}$ algebra , Kauffman “abstract”
tensor algebra , .
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